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ANGULOS NOTABLES Y LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Los angulos notables son aquellos cuyas
funciones trigonométricas se  pueden
establecer en forma precisa con base a
ciertas expresiones completamente
determinadas; como por ejemplo: el seno de
30 grados es Y.

Existen evidencias arqueoldgicas suficientes
para considerar que los &ngulos notables
fueron conocidos hace mas de 3500 afios.
Los babilonios y los antiguos egipcios
relacionaron con precision la dimension de
los lados de un tridngulo rectangulo con
ciertos angulos, a los que hoy denominamos
angulos notables como: 30°, 45° 0 60° entre
otros

La mayoria de los tratados al respecto
consideran las funciones trigonométricas
para angulos notables para un espectro
bastante reducido, pues en la mayoria de las
tablas las formulas para determinar las
funciones trigonométricas de angulos
notables no estan todas las que son ni
tampoco son todas las que estan. En este
articulo se extiende la determinacion de
funciones trigonométricas para angulos
maltiplos de 3: 3, 6, 9, 12, 15, ..., 3n
mediante férmulas basadas en el numero
aureo o nimero de oro ¢.
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FC'),RMULAS TRIGONOMETRICAS PARA
ANGULOS NOTABLES DEL PRIMER

CUADRANTE
0 30 45 60 90
Sen 0 l E E 1
2 2 2
Cos 1 \/_§ E 1 0
2 2 2
Tan 0 \g_§ 1 \3 0
Cot V3 1 ? 0
Sec 1 ? V2 2 0
Csc | » | 2 | v2 ? 1

El proceso esta basado en el descubrimiento
de que un triangulo rectangulo de cateto
menor 1 tiene por hipotenusa a dos veces el
numero aureo. Este descubrimiento conllevo
a la publicacion de un problema en la pagina
Mas alla del teorema de Pitagoras y la pagina
Dario Lanni Matemaéticas en FB. donde entre
otras publicaciones se encuentran diversos
descubrimientos relacionados al afamado
teorema de Pitagoras.

Si se inscribe un triangulo rectangulo ABC de cateto menor
X = 1 en una circunferencia de radio igual al nimero aureo
@, demostrar si los éngulos agudos de dicho triangulo
rectangulo son 18° y 72° respectivamente.

x2+y2=22

x=1

/ r=g=1.618033988...

\ y Por Dario Lanni para:
R Mss alla del teorema de Pitdgoras

Transformando dicho triangulo
convenientemente para posicionarlo en un
circulo unitario se tiene que para un angulo
de 18° las funciones trigonométricas estan
reducidas en funcion del numero aureo:

7 1:: 72 b= ;w
-a: 4 -1
2
- 1 V5-1 1
sen = = =—
V5+1 4 29
go_ Y5+ V5  J4p? -1
cos = =
V5 +1 2¢
1 1
tan 18° =

S5tz Jagr -1

cot 18° = |5+ 2V5 =/4¢%2 -1
V5+1 2049 —1

5+2v5  49P-1

csc 18° =\/§+1=2<p

sec 18° =



Del mismo modo se pueden obtener las
funciones trigonométricas para el angulo de
72°.

La cosecante nos da un indicio de las
particularidades potentes que tiene el operar
con el numero aureo, pues es uno de los
pocos nimeros que las sumas o diferencias
simples se pueden transformar en cocientes
elementales y viceversa:

4
csc18° =———=/5+1=2
V5 -1 v

No se va a ahondar sobre el numero aureo,
pues existen tratados ampulosos en los que
se puede consultar, sin embargo se resalta el
hecho de que es el Unico numero que una
diferencia con la unidad puede ser
transformada en un su inverso.

p-1=-
P

O el caso de que sus potencias sean igual a
sumas sencillas que lo contienen.

PP=¢p+1
p3=2¢0+1

Aplicando funciones trigonométricas para
angulos dobles, triples, angulo mitad o
sumas y diferencias de angulos se puede
extender primeramente a 36° y 54° y que por
supuesto estaran relacionadas al ndmero
aureo ¢ y cuyo valor serd exacto.

Continuando con el proceso es posible
extender el conjunto de angulos notables
para angulos del primer cuadrante.

Angulos pares multiplos de 6:
6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, ..., etc.
Y para &ngulos impares multiplos de 3:

3,9,15,21,27,33,39, ..., etc.

Asi  mismo, aplicando el teorema de
Pitdgoras se tiene también evidentemente

mm:1+(J4¢—4)2=4¢2

EXPRESIONES BASICAS DE ¢

En este articulo se utilizaran basicamente las
siguientes expresiones para simplificar las
formulas generadas con radicales.

_V5+1 . 1_x/§—1
=" T
¢ V5+1 @—-1_ +5-1
2 4 2 4

20=V5+1A2(@p—-1)=V5-1
2_6@+1f_3+¢€
¢ETTE T

49* =6+2V5 A 49* —1=5+2V5

FORMULAS BASICAS

Las formulas empleadas para obtener las
funciones trigonométricas derivada de otras
son las siguientes:

Para &ngulo mitad:

x_+ 1—cosx
senz—_ >
x_+ 1+ cosx
cosz—_ >
; + 1—cosx
an - = —_—
2 T J1+4+cosx

Para angulo doble:
sen (2x) = 2 senx cos x
cos (2x) = cos? x — sen® x

2tanx
tan (2x) = T tanZx



El seno ! para angulo de 3° esta dado por:

(V5 - 1)(V6+v2) —2(v3 - 1) (V5 +V5)
16

Reemplazando valores hasta donde permita:

(¢ -D(6+v2) - (V3-1)(V2¢ +4)
8

A continuacion se presenta un conjunto de
férmulas obtenidas para el seno y coseno de
algunos angulos que también deben ser
considerados como notables.

1\/4—(p—1—1/12(p+9

sen 6° = cos 84° = +E

2¢
20 — /4o + 3
sen 9° = cos 81° =+ e
4
20 — /49?2 -1
sen 9° = cos 81° =+ LA ik
4
J4p?—1—+3
sen12°=cos78°=(p—\/_
4
VAo +3 -3
sen12° = cos 78° = ——
49
18°= cos 720 = — =21
sen = cos =so=—3 =

36°= cos 5o = +2 F_g =i |21
sen 36° = cos 54° = £ 5 9=t P

sen 54° = cos 36 = %

Vip? -1
sen72 = cos 18° = ——
2¢
Jidp +3
sen72 = cos 18° = ————
2¢
1202 -3 +1
sen78°=cos 12° = ——
4
V120 +9+1
sen78°=cos 12° = ————
4¢

A continuacion se presentan algunos desarrollos para
su verificacion por el lector.

ANGULO DE 72°

J4p?—1 5+2V5

sen72 = =
2¢ VE+1

- 1 V5-1
cos =—= =
20 5+1 4

tan72 = 4¢? —-1= ’5+2\/§

ANGULOS DE 9° - 81°

1—cos18°
sen9°=i _—
2
V5 + 245
TR
sen9° = + %

J\/E+1— 5+ 2v5

sen9° =+
2v/5 +2
20 — /4o + 3
sen9o = 4 [Z2 NPT
4
V5+1++v5+2V5
sen 81° =+
2v5 +2
1+ cos18°
c0s9P° =+ |[——
2
1+7“\5/_+2‘/g
C059°=i ¢
2
V5+1++/5+25
cos 9° =+
2v/5 +2
20+ 4o + 3
cos9° = 4 |ZLTNEPTS
4¢
V5 +1—+5+25
cos 81° =+
245 +2

ANGULOS DE 36° - 54°

1—cos72°
sen36 = + —




5—-+5 3—¢
sen36 = + 8 =+ 2

cos 36° =

NS

ANGULOS DE 12° - 78°
sen 12° = sen (30° — 18°)

sen 30°cos 18° — cos 30° sen 18°

1 3
sen 12° = Ecos 18° — gsen 18°

Pero
1 V5-1
sen 18 = % = 7
Jap2—1 J5+2V5
cos 18 = =
2¢ V5+1
Entonces:

1 54+2vV5 /3 5-1

sen12°— ——X
“sr1 2 4

V5+2V5 V15-+3

sen 12° = —
2v/5+2 8
V5+2v/5 -3
senl2°=——
2v/5+2
También
1 J4p2—1 x/§>< 1
2 2¢ 2 29
VA2 —1—-+/3
sen12°=(p—\/_
4¢

De la misma forma procedemos con el coseno:

cos 12° = cos (30° — 18°)

cos 30°cos 18° + sen 30° sen 18°

V3 1
cos 12° = 7cos 18° + Esen 18°

V3 V5+2v5 1 5-1

cos 12°=—X +=X
2 V5+1 2 4

V3V5+2v5 V5-1

cos 12° = +
2(V5+1) 8
V15+6v5+1
cos 12°=————
25+ 1)

También:

V3 Jap?-1 1 1
cos 12 —7)(7 EX@
3402 -1 1
c0s12°=\/_7(p+—
4 4
V1292 —-3+1
cos 12° = go
ANGULOS DE 6° - 84°
1—cos12°
sen6®° =+ [——
2
_V154+6V5+1
sen6° =+ 2(\/§+ D
2
2V54+2—-/154+6v5—1
2 1
sen6° =+ (\/_+ )
1 [2v5+1-+v15+6V5
sen6°=+—
2 VE+1
1]4 12<p+
sen6° =+—
—2
1\/4(p (2(p+3)2
sen6° =+ —
—2
1\/4(;) 34p+3)—-1
sen6°=+—
T2 2¢

De la misma forma:

1+ cos12°
cos 6° =+ —

+\/15+6\/§+1
2(V5+1)
2

cos 6° =+

25 +2+V15+6V5+1
2(V5+ 1)

6°=+
cos T 2

1 [254+3++V15+6v5
cos 6° = +—
2 V5 +1

4o+ /120 +9+ 1
cos6°=i\[¢ Ld
8¢



cos 6° =

jm—(m—«))z
16

cos 6°

= -0+ T39) (4 + ¢ - T 39)

1
cos 6° ZZJ7+3¢+2¢ 9 -3¢ —¢?

1 [2V5+3++V15+6V5
sen 84° = +—
2 V5 +1

1 [254+1—-+v15+6V5
cos 84° = +—
2 V541

De la solucién de J. Elliott"

V6 1
sen6°=? 5—\/§—§(\/§+ 1)
Se puede simplificar usando ¢:

1 ¢
sen 6° = Z’/g -3¢ — ry

9—-3p—¢

6° =
sen 2

ANGULO DE 3°

1—c056
sen3—_
16 (/9 —3 (p)
sen3 =+
16 (/9 —3 <p)
cos3 =+

Por otro lado es posible expresar las raices
cuadradas de cualquier ndmero natural en
funcion del ndmero aureo basados en la
igualdad: 5 = (2¢ — 1)?

V2=Qp¢-1)2%2-3
V3=J@2p-12-2
Va=Qp-12-1
V5 =Gy~ 1

Ve=J2p-12+1
Vi={JQe-12%+2
V8=(R2p-12%+3
Vo=JRp-1)2%+4
V10 = /(29 —1)2 +5

Vi =(@2p—-1)*+ (n-5)

Asi que en teoria cualquier funcién
trigonométrica de un angulo entero puede
expresarse en funcién del nimero &ureo,
aunque resulten expresiones mas complejas
en algunos casos, la posibilidad de
determinar patrones resulta sugerente.

/(pr— D2-3

V2
sen 45° = > — sen 45° = 5

EJERCICIO

Si ¢ = 1.618033988 ... es el nimero aureo
demostrar que:
9-3p—0¢
4
Expresién equivalente a:

oL [15-35 V5+1
sen 4 ) 3

Por Rubén D. Mufioz L.
Para MAS ALLA DEL TEOREMA DE PITAGORAS.

sen 6° =




NOTAS

' El sen (3°) publicado por Blackpenredpen en internet, que resulta mas simple que la publicada por Ignacio
Larrosa C. aunque este tltimo publica una tabla del seno y el coseno de angulos multiplos de 3 hasta 45°

' Expresion desarrollada y presentada por James Elliott en su canal de Youtube.



